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1. Zadatak U dati kruzni isjecak (poluprecnika r) sa centralnim uglom oo < %
upisati pravougaonik maksimalne povrsine tako da jedna stranica pravougaonika
lezi na polupre¢niku koji ogranicava dati isjecak, a jedno tjeme na luku datog
isjecka.

Rjesenge:

Pravougaonik ¢ija osnovica lezi na poluprecniku, a jedno tjeme na luku
datog kruznog isjecka je u potpunosti odredjen tjemenom na luku: svakom
takvom pravougaoniku odgovara jedna tacka na luku, i svakoj tacki odgovara
ta¢no jedan pravougaonik. Dakle, problem izbora pravougaonika ABCD na-
jvecée povrsine se svodi na problem izbora tacke C na luku datog isjecka.

S druge strane, svaka tacka C' na luku je jedinstveno odredjena centralnim
uglom ¢: svaka tacka na luku odredjuje jedan centralni ugao, a svaki cen-
tralni ugao odredjuje jednu tacku. Stoga, problem izbora tacke C' koja daje
pravougaonik najvéce povrsine mozemo svesti na problem izbora ugla centralnog
ugla ¢ koji daje tacku C.

Znamo da je povrsina proizvoljnog pravougaonika ABC'D data sa: P =

Figure 1: Slika uz zadatak 1.



AB-AD. U ovom konkretnom slu¢aju povrsinu pravougaonika ¢emo predstaviti
kao funkciju centralnog ugla ¢ tako $to ¢emo i stranicu AB i stranicu AD
izraziti preko ¢. Zatim ¢emo, koristeci diferencijalni racun, odrediti vrijednost
centralnog ugla za koju je povrsina najveca, a samim tim ¢ée biti odredjen i
pravougaonik najvece porvrsine.

Sada ¢emo stranice AB i AD izraziti preko centralnog ugla ¢. Prije nego
se upustimo u izra¢unavanja podsjetimo se da su nam po formulaciji zadatka

poznati poluprecnik 7 i centralni ugao a@ < Z i primijetimo da je OC = r.

2
(Vidjeti sliku uz zadatak).
Iz trougla AOBC imamo da je
. BC BC OB OB
sing = — = — S = —— = —
YT oc T T YT oo T
odakle zakljucujemo:
BC = rsingp, OB = rcos p. (1)
Primijetimo dalje da je
AB = 0B — OA.
1z trougla AOAD imamo da je
o 04 _ 04
Y=UD T BC

Otuda je

OA = BC - ctga,
pa, zbog (1), vazi

OA =rsinpctga.

Otuda, koristeéi ponovo (1) i jednakost AB = OB — O A dobijamo da vazi:

AB =rcosp —rsinpctga (2)

Sada kona¢no mnozenjem izraza za AB i BC povrsinu pravouganika ABC D
mozemo pisati kao funkciju ugla ¢, gdje je 0 < ¢ < 0, sa sljedeéi nac¢in:

P(p)=AB-CD = (rcosp — rsinpctga) - rsin ¢,

odnosno:
P(p) = r*(sin psin p — sin? pctg a) (3)

Dakle, povrsina pravougaonika odredjena centralnim lukom ¢ je data sa (3).
Koristeé¢i diferencijalni ra¢un sada é¢emo utrvrditi maksimum funkcije P(p) na
intervalu (0, 5). Vrijednost u kojoj se doseze maksimum ¢e biti vrijednost cen-
tralnog ugla kome odgovara pravougaonik maksimalne povrsine.

Prvi izvod funkcije P(y), poslije nesto sredjivanja, se moze zapisati u sljedeéem
oblinku (pokusajte samil!):

P'(p) = r*(cos 2p — sin 2p ctg a)



S obzirom da nas zanima u kojoj tacki iz intervala (0, 1) funkcija P () dostize
maksimum rjesavamo jedna¢inu P’(¢) = 0. Ocigledno jednacina je zadovoljena
ako i samo ako vazi:

cos2p —sin2¢pctga = 0.

Posljednju trigonometrijsku jednac¢inu rjesavamo tako $to obje strane date jednacine
podijelimo sa sin 2¢ dobijajuéi:
ctg2p —ctga =0

Primijetimo da je dijeljenje bilo moguce jer je sin2¢ > 0 kada je ¢ € (0, 3).
Posljednju jednac¢inu rjeSavamo sljede¢im jednostavnim nizom ekvivalencija:

ctg2p =ctga
20 =«
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Kako je drugi izvod funkcije P(p) dat sa:
P () = —2r?(sin 2p + cos 2p - ctg ),

to je vrijednost drugog izvoda u tacki ¢ = 3:

pP" (%) = —2r(sina + cosa - ctga).
Drugi cinilac u gornjem proizvodu je pozitivan na intervalu (0, %) pa je vri-
jednost drugog izvoda u posmatranoj tacki negativna. Kako je P'(a/2) = 0,
a P"(a/2) < 0 zakljuéujemo da funkcija P(¢) dostize maksimum na intervalu
(0, %) u tacki ¢ = 5. Imajuéi u vidu razmatranja sa pocetka zadatka zakljucu-
jemo da je trazeni pravougaonik onaj koji odgovara centralnom uglu 5.

2. Zadatak U dati pravi konus polupre¢nika R i visine H upisati cilindar
maksimalne zapremine.

Rjesenge:

Jasno je da cilindar treba upisati kao sto je prikazano na slici 2.

Sliéno kao u prethodnom zadatku, zapreminu upisanog cilindra ¢emo pred-
staviti u funkciji jedne promjenljive. U ovom slu¢aju to ¢e biti visina upisanog
cilindra.

Uvedimo sljedece oznake: sa h ¢emo oznacavati visinu upisanog cilindra, sa r
njegov polupreénik, a sa V' (h) zapreminu upisanog cilindra visine h. Znamo da
je zapremina proizvoljnog cilindra visine h i polupreénika r data sa V = r27h.
Dakle, da bismo nasli izraz za funkciju V(h) treba izraziti r preko h.

Primijetimo da su trouglovi AABC i AEDC sli¢ni. Dakle, vazi:

AABC ~ AEDC

OB:0C=FD:FC
R:H=r:(H-h)

R(H — 1)
H



Koristeéi gornji izraz za r i izraz za zapreminu cilindra (V = r27h) sada
mozemo napisati eksplicitni izraz za funkciju V(h):

o2
Da bismo nasli upisani cilindar maksimalne zapremine treba naéi maksi-

mum funkcije V(h)) na intervalu (0, H). U tu svrhu, trazimo nule prvog izvoda
funkcije V (h):

V(h) = (R(b;{_h)>27rh: R—QW(HQ-h—2H-h2+h3)

V() =

V'(h)=0 o H?>—4H -h+3h*=0
4H + /16 H2 — 12H?
h1,2 =
6
H
hl = § hQ = H

S obzirom da maksimum trazimo na intervalu (0, H) kandidat za maksimalnu
vrijednost je h = g Koristedéi drugi izvod funkcije V(h) provjeravamo da li se
zaista radi o maksimumu:

H? —4H - h + 3h?)

R%m
wH __2R27T

Figure 2: Slika uz zadatak 2.
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